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Resumen:

Altitudes Geopotenciales, Ortométricas y Normales Obtenidas por Compensacion.
Una alternativa para la adopcion de un sistema de referencia vertical.

El presente trabajo se orienta a obtener un sistema altimétrico, que resuelva el error de modelo producido por la falta de
paralelismo de las superficies equipotenciales, el cual afecta el valor de las cotas geométricas.

Se analizan los inconvenientes y ventajas de las altitudes ortométricas, normales, geodinamicas, geopotenciales, etc. Se
trata el caso en que la mayoria de estos célculos requieren conocer la densidad media de la tierra en la zona, valor que al tener
gue estimarse (no se conoce) introduce desviaciones en las cotas corregidas.

Se estudia el caso en que existen incertidumbres acerca de cual procedimiento adoptar para la region considerada. A
efectos de obtener una decisién fundamentada, se presenta el enfoque de como llevar un concepto simple a un modelo
matematico (generalmente complejo) y reciprocamente como interpretar los encadenamientos ecuacionales y procesos de
simulacién, para obtener conclusiones y procedimientos Utiles.

Por Gltimo se presenta un original método estocastico, en el que mediante una compensacion por minimos cuadrados, se
determinan los valores mas probables de la altitud corregida Hp (ortométrica) y el valor ajustado de Gu (gravedad existente en
el punto medio de la cota).

Este proceso constituye un nuevo método mas preciso y de mayor confiabilidad, ademés de que se independiza del valor de
la densidad de la tierra, que es desconocido y debe ser estimado.

También se sacan conclusiones de las cuales se desprende que con este sistema puede obtenerse la densidad media,
despejandola de la formula de Bouguer, siendo este parametro no solo de utilidad Geodésica, sino también Geoldgica-
Geofisica.

Ademas se analizan las propiedades de la cota Geopotencial, concluyéndose en las mdltiples ventajas de aplicar este
concepto dentro de formas especificas.

Aut.: Eduardo A. Lauria; Oscar N. Schvarzer; Rubén C. Ramos
Abstract:

Geopotential, Orthometric and Normal Altitudesarrived at through Compensation
An Alternative for the adoption of a vertical reference system.

This paper is aimed at developing an altimetrical system, which will solution the model error caused by the lack of parallelism
of equal-potential surfaces, which affects geometric datum.

Advantages and drawbacks are analysed in reference to orthometric, normal, geodynamic, geopotential, etc. Altitudes. The
case addressed is that the majority of these calculations need to know the average density of the earth in the area. A figure,
which must be estimated (it is not known), therefore introducing distortions in the corrected datum.

The analysed case is one in which there is uncertainty towards what procedure is to be adopted for the region under study. In
order to arrive at a decision based on a sound basis, we propose the approach of how to carry a simple concept to a
mathematical model (generally complex) and reciprocally, how to read equation chains and simulation processes, in order to
arrive at useful conclusions and procedures.

Lastly, we present a stochastic method in which through a compensation by minimal squares, we determine the more
probable figures of the corrected altitude Hp (orthometric) and the Gu adjusted figure (existing gravity in the datum media).

This process is an original new method, more precise and more reliable, besides being independent of the earth s density
figures, DM, which is unknown and must be estimated.



Other conclusions are also drawn from which the middle density figures may be arrived at through this system, resolving them
from the Bouguer formula, this datum being not only of Geodesic use but also Geological-Geophysical.

Besides we analyze properties of the Geopotential datum, concluding on the multiple advantages of applying this
concept within specific forms.

Aut.: Eduardo A. Lauria; Oscar N. Schvarzer; Rubén C. Ramos

Conceptos preliminares — Definiciones.

Se ha fijado como objetivo del trabajo, la obtencion del sistema altimétrico que posea los
valores mas proximos posibles a las cotas reales.

Aceptamos como cota real de un punto a la longitud del tramo de la linea de fuerza (curva)
gue pasa por el mismo y esta comprendida entre éste y el geoide. Esta linea es la envolvente
de los distintos vectores gravedad en cada punto de esta trayectoria, es decir que la misma
sera perpendicular a las sucesivas superficies equipotenciales. Adoptamos para ella el nombre
de “real” evitando el de “verdadero” ya que éste no existe en las magnitudes continuas.

Es sabido que resulta imposible determinar esta curva en forma exacta debido algunos de
los siguientes factores:

No se conoce la mencionada curvatura ni la relacion de falta de paralelismo de las
superficies equipotenciales.

No es posible determinar en forma absoluta el lugar del geoide, el cual inclusive varia
en funcion del tiempo.

El punto sobre la superficie topografica también esta sujeto a indeterminaciones y
movimientos, dependiendo ademas, estos parametros de la cantidad de variables
consideradas, el tiempo de observacion, etc.

No es posible determinar con absoluta precision el valor de la densidad terrestre en el
lugar, el cual ademas de nos ser constante, varia con el tiempo.

A fin de introducirnos en el desarrollo del problema en cuestion, es necesaria una breve
sintesis acerca de los distintos sistemas de cotas. En principio vale una primera clasificacion
distinguiendo entre aquellas de caracter exclusivamente geométrico y las que tienen en cuenta
la influencia de la variable fisica que es la gravedad.

Dentro de las primeras sefialamos:



Altitud geométrica
Entendemos como tal a la obtenida en el proceso de nivelacién tradicional, como

[o]

_ 9 Pf . . . .
ngom>f =dpj D7i + ngom,i o la suma de lecturas de la mira de nivelacion de atrds menos

la de adelante, partiendo desde el nivel medio del mar (o un punto relacionado al mismo y/o
vinculado a la cadena de mareografos, es decir comenzando desde una referencia que

permita obtener una altitud equivalente a iniciar la medicion desde el geoide

Altitud Elipsoidal
Definimos asi a la distancia tomada sobre la normal al elipsoide, que pasa por el punto,
comprendida entre el mismo y su interseccién con la superficie elipsoidal. Generalmente se

determina por observaciones satelitarias, principalmente GPS.

Incluidas en del segundo grupo (aquellas que tienen en cuenta los factores fisicos terrestres)

encontramos:

Altitud aproximada
Llamamos asi a la corregida por la falta de paralelismo de las superficies equipotenciales
debida exclusivamente al aplanamiento de una tierra ideal, (de densidad constante igual a la
media) o sea que sera la dada por la expresiéon
" _ag-
prox -
En donde: g
g, =gravedades normales o tedricas en lasdisintas estaciones de nivelacion

Dh,=desniveles geométrico s

g =gravedad tedrica en & punto medio dela dtitud firdl.

Esta dltima gravedad tedrica deberia ser lo mas préxima posible al valor medio de la integral:

(‘gfg dh



Altitud geopotencial
Definimos como altura geopotencial de una estacidon P, al trabajo necesario para trasladar la
unidad de masa desde el geoide hasta el punto considerado (o como la circulacién del vector
gravedad desde la superficie de referencia hasta el punto en cuestion). Es decir que vendra
dada por la formula:
H geop :é E{gmi - Dhi
En donde:

_9i*0%ix
2
con g; = gravedadmedida en cada punto

Estas son altitudes teoricas, o simbdlicas ya que no definen una longitud y sus unidades:
[ergio/g] = [dina/g x cm] = [(cm/seg? x cm] = [cm? /seg?] o [galcm], etc. Se podrian utilizar como
valores comparativos o para efectuar relaciones, y proporciones entre distintas cotas de esta

misma naturaleza, siendo estos resultados validos y de buena aproximacion.

Altitud normal

Entendemos por tal a la obtenida aplicando correcciones de falta de paralelismo de las
superficies de nivel debida al aplanamiento terrestre y a las masas subcorticales interpuestas
(en forma heterogénea) o cualquier otra anomalia como variacion de la densidad, etc. Lo que
caracteriza a este tipo de altitud es que la gravedad del denominador se obtiene a partir de la
normal, calculada tedricamente, sobre una tierra ideal, la cual esta definida por la siguiente
expresion:
H :éggm-Dhi — ngop

norm P P

Om Om

Donde:

ng;)]: Gravedad reducida al punto medio de la variacion de altura de la estacion,
exclusivamente por correccién de aire libre, en funcion de la gravedad tedrica, partiendo del
nivel del geoide o de la superficie de referencia considerada

Esta se suele calcular por la formula internacional de Cassini (recomendada en 1930 por la
UIGG en el Congreso Mundial realizado en Estocolmo). La férmula que proporciona esta

gravedad ideal se obtiene por integraciéon aplicada al elipsoide.



Altitud ortométrica
Se define como altura ortométrica a la obtenida por nivelacion geométrica y corregida por la
falta de paralelismo de las superficies equipotenciales debida a los efectos del aplanamiento
terrestre y a la distribucion anédmala de masas interpuestas, debajo de la superficie topogréafica
(heterogeneidad debida a la distribucién no uniforme de densidades) o sea que es aquella que

responde a la férmula:
o Pf
a p 9m; .Dh;
P
G m

H ortom

Donde:
GPm: gravedad en el punto medio de la altitud del punto P, (en funcion del valor medido en
la estacidén) es decir corregida a su valor equivalente, en la mitad de la altura Hp del punto,
mediante las reducciones de aire libre y Bouguer. Segun el caso puede considerarse también

al correccion relacionada a causas isostaticas

Altitud geodinamica:

Definimos como tal al trabajo realizado sobre la unidad de masa para desplazarla desde el
geoide hasta el punto considerado de la superficie topografica, (o circulacién del vector peso)
dividido por un valor fijo de gravedad adoptado, generalmente a la media — normal
(correspondiente a 45* de latitud y al nivel del mar) o representativa de la zona. Vendra dada
por la siguiente férmula:
H :égifgmi-Dhi

geodin

Gm

Donde Gm o] gm es una gravedad fija tomada como referenciar, a efectos de utilizar un

mismo valor para cualquier parte de la tierra.

Esta altitud esta dada en metros, pero presenta una similitud con la geopotencial, ya que las
alturas suelen no ser exactamente las mas cercanas a los valores reales, razon por la cual es

comun que se las utilice en aplicaciones equivalentes a aquellas y pueden ser Utiles para



efectuar compensaciones debido a que en éste tipo de altimetrias las distancias entre
superficies equipotenciales seria constante y las mismas tendrian la configuracion de esferas

conceéntricas, lo cual simplificaria el planteo del ajuste.

Altitud geodinamica exacta
Tiene el mismo concepto que la anterior, pero para el denominador de la formula se toma
como gravedad de referencia un valor promedio, correspondiente a una franja de latitud que

comprende al area del levantamiento. Quedaria definida, entonces, por la siguiente expresion:

_a g gm .Dh

geodin- exacta —

H f
g. > hm

I
fa
Donde gj . es la gravedad normal media en la franja U 1. 2) gue contiene al conjunto

de poligonos y tomada a una altitud intermedia.
Esta presenta valores de cotas mucho mas cercanos a los reales, razon por la cual se
denomina exacta. El principal inconveniente reside en que su formula no es la misma para

toda la tierra. En consecuencia los levantamientos no serian aptos para ser vinculados a redes

de otras zonas o paises.

El método

Error de cierre de una nivelacién geométrica corregida

Supongamos dos recorridos de nivelacion geométrica (1 y 2) entre los puntosay b.

a

b

Para calcular el error de cierre de la nivelacion debemos hacer DH,- DH, quees? 0.

Supongamos entonces que el objeto es mejorar el cierre de la nivelacién, para lo cual

debemos definir el sistema de alturas mas apropiado a adoptar.

Convenimos en que adoptaremos como tal a aquel que:




1) Minimice el error de cierre

2) Implique la menor correccion posible alos valores de la nivelacion geométrica.

Independientemente del tipo de cotas que adoptemos, sabemos que una de las correcciones
sera por la consideracion de la influencia fisica (gravedad) sobre los valores geométricos.

Recordando la definicion de las cotas corregidas por falta de paralelismo de las superficies
equipotenciales, evidenciamos que tendremos un numerador comun, (para cualquier modelo
altimétrico) que expresa el trabajo realizado contra la fuerza de gravedad para trasladar la
unidad de masa desde a hastab.

El mismo, en todos los casos, se obtiene a partir de mediciones sucesivas (en los puntos
fijos) del valor de la gravedad. De manera que obtendremos:

|—1=[é g*Chi]1y Lf[é g*Ch];

En el denominador de la expresion tendremos siempre un valor de gravedad que dependera
del concepto adoptado, quedando claro entonces que la mejor bondad del modelo vendra dada
por la mayor calidad del valor de la gravedad obtenido, el cual tendera a satisfacer las dos
condiciones impuestas mas arriba.

Analicemos entonces el caso de un recorrido de nivelacion geométrica al cual se lo intenta

corregir por dos métodos distintos (por ejemplo ortométrico y normal) y llamemos G y 0

genéricamente a los valores de gravedad a utilizar en el denominador de la ecuacion, con lo
cual tenemos:

L2 Modelo I -1

Modelo | 1 2 1
S G g

Q@ |N'_

Si llamamos Dal error de cierre de la nivelacién corregida, tenemos:




L L L L - -
DI:_l_ _2 y D”:_l_ _2 => D| = = y DII == &
G G g g G g

Analicemos la diferencia entre los errores de cierre obtenidos por la aplicacion de los calculos
[yl
_L-L L-L _gL-gL-GL+GL, g(4-L)-GL-L)_ (- L,)(@- G)

D =D- =

Pero L, y L, representan los trabajos realizados para trasladar la unidad de masa entre

idénticas superficies equipotenciales, y por tratarse de una funcion potencial, los mismos no
dependen del camino recorrido, de manera que la diferencia entre ellos, deberia ser cero y en
el caso real, vendréa dada solamente por los errores de medicion o sea infinitesimal.

Otro aspecto es que gy G son valores de la gravedad obtenidos aplicando distintos modelos,
pero necesariamente muy cercanos ya que son calculados como gravedades asignadas a un
mismo punto, con lo que la diferencia entre ambos es despreciable y para la magnitud de los
valores considerados constituye un infinitésimo.

De esta forma, queda demostrado que el numerador de la expresion constituye un producto
de magnitud diferencial, (de segundo orden infinitesimal) siendo su resultado despreciable.

En consecuencia debera ser para todos los criterios de obtencion de la gravedad media

(ubicada en el denominador) la diferencia de los errores de cierre: Cc=00sea Ci= C,=cte.
Es decir que el error de cierre de una nivelacion geométrica corregida es

independiente del valor de gravedad adoptado para el denominador (G o g u otro).

Por lo tanto, siendo el objeto del trabajo determinar el mejor sistema de alturas, y habiéndose
verificado que la condicion de minimizar el error de cierre no depende del modelo de G
adoptado, convenimos en que habremos de elegir a aquel que a pesar de su indeterminacion
inevitable, sea lo suficientemente exacto y con un valor tal que arroje las menores correcciones

posibles a los datos obtenidos por la nivelacion geométrica.
La correspondiente comprobacion practica de esta demostracién ha sido incluida en el Anexo

1: “Error de cierre de una nivelacion geométrica corregida”.



Sintetizando, hemos dejado ya en claro, que los sistemas tradicionales (ortométrico y
normal) difieren entre si, en cuanto a su definicion, exclusivamente en el valor representativo de
la gravedad que estos adoptan para el denominador de la formula de altura.

Reafirmando la hipétesis anterior, podemos recordar que uno de los criterios que suelen
utilizarse en céalculo de compensacion, o procesos para mejorar precisiones, expresa que el
método (0 conjunto de resultados) mas plausible es aquel que homogeneizando (0 sea
corrigiendo errores de cierre y/o logrando que por cualquier camino se calcule el mismo valor)
utilice las minimas correcciones posibles que deban aplicarse a los parametros a ajustar. Este
principio es aplicable a cualquier sistema de correccion o método orientado al aumento de
exactitud. Tal propiedad nos permite utilizar distintas estimaciones de un genérico Gy
(denominador) hasta encontrar aquella que homogeneizando, haga minimas a las
modificaciones de las cotas geométricas tradicionales, (suponiendo que las mediciones fueran
correctas) y mientras se utlicen valores para esta gravedad, posibles o aceptables y
representativos de la que realmente existe en el punto, dentro de la precision requerida.

Sin duda, el punto critico de las correcciones ortométricas, normales, geodinamicas, etc. es
la obtencién adecuada de este pardmetro Gy dado que para su calculo deben formularse
hipétesis locales o globales que no siempre se cumplen y sus estimaciones para que fueran
exactas deberian hacerse a través de algunos de los estudios geofisicos-geoldgicos, como:
calicatas con analisis estratigraficos, sismicos, geoeléctricos, geomagnetofisicos, gravimetrias
regionales, etc.

Como parte de la investigacion realizada, hemos aplicado correcciones ortométricas y
normales a varias lineas y poligonos distribuidos en distintas zonas del pais.

Vale sefialar un dato significativo. En uno de los poligonos analizados el calculo ortométrico
arrojé una correccion de cota promedio de 21cm, mientras que el normal modific6 mucho mas,
presentando ambas el mismo mejoramiento del error de cierre (como era de esperar segun lo
ya demostrado con anterioridad). Desde la simple observacion no podria inferirse cual de los
resultados se acerca mas al valor real. Aplicando la hipo6tesis de las minimas correcciones
posibles, se evidencia, para este caso, que seria indiscutiblemente mas apropiada la
reduccién ortométrica, ademas de que el orden de magnitud del reajuste por falta de
paralelismo, estaria mucho mas proximo a 21 cm. que a un valor mucho mayor, ya que la cota
geométrica no puede estar desviada en magnitudes extremadamente grandes.

Estas conclusiones son muy claras para este caso, pero no se podria decir lo mismo para otra



zona, en que las correcciones por ambos meétodos no arrojaran tales diferencias. Esta

incertidumbre, podria resolverse mediante el método planteado a continuacion.
Los resultados obtenidos en la practica, han sido incluidos en el Anexo 2: “Correcciones a

los datos de nivelacién aplicando los sistemas de alturas normales y ortométricas”

Un método alternativo:

Los fundamentos anteriormente expuestos y las verificaciones practicas realizadas,
avalarian la posibilidad de ensayar una nueva forma para determinar la aceleracion de la
gravedad media, ajustando por el PMC (Principio de los Minimos Cuadrados), a fin de obtener
de ésta forma los valores mas probables de Hr y Gy (Altitud real y Gravedad media).

Dado que a cada nodal* convergen por lo menos cuatro lineas, se pueden plantear en ese
punto 4 ecuaciones, mas otras 4 de minimizacion de variables (hipdtesis de las minimas
correcciones).

Podemos sumar alli una condicion adicional que surge de la igualdad entre todas las cotas
corregidas del punto en cuestion, o sea la coincidencia de las obtenidas por los caminos que
convergen en el nodal.

Teniéndose asi. 5 incégnitas, una de correcciobn para Gy Yy cuatro para los Hp
correspondientes a cada linea, lo cual implica que se presentara una redundancia :
n—-r =9-5=4
Esto permitiria efectuar un eficiente ajuste que de valores compensados de Hp y Gy,
Analicemos la situacion planteada, suponiendo un punto nodal al cual convergen cinco

lineas de nivelacion. Ho,

Ho,

Ho

4

Para el caso particular de cada una de ellas, tendriamos:

Punto altimétrico de alta precision materializado por la convergencia de lineas de nivelacion.
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Superficie

Superficie equipotencial que pasa por P topografica

Linea de campo
gravitacional en un
punto cualquiera M

Superficie
equipotencial que pasa
por O

geoide

Distancia reducida al
harizonte

Deseamos calcular el trabajo sobre la unidad de masa (o la circulacion del vector gravedad)

para llevarla desde el geoide hasta el punto P.
Para hacerlo es necesario dividir este trabajo en dos tramos para cada linea. El primero
desde el geoide hasta el punto O de altura medida (H,), y el segundo desde este al nodal.

Recordemos que cada condicién o igualdad que debe cumplirse puede dar lugar a una
ecuacion, ya sea de condicion o de observacion (indirecta) de manera que para un nodal al que
convergen cinco lineas tendremos once ecuaciones con seis incognitas de acuerdo a lo arriba

expresado.

Llamemos.

Jo al valor de la gravedad medido en 0.

Jp al valor de la gravedad medido en P.

Con N= Numero de tramos de Dh entonces Yn+1 =9p
f = nmero de puntos en los que faltan gravedades medidas

Ng = numero de gravedades medidas = N+1-f

(Silos Dh son N, entonces los puntos en los que hay o debiera haber gravedad medida son

N+1).

11



Correccién de Bouguer

Conociendo la gravedad medida en O sobre la superficie topogréfica, su valor gov en O
(sobre el geoide) sera :

9, =9~ 0119%2H (considerando exclusivamente el efecto de las placas interpuestas)
y a una altura DRt sobre el geoide, 9i =9, +0119Dh - 0119(H, - Dhy)
O sea que: §; =0, - 0119x2H, +0,119Dh, - 0,119(H,- Dh)

Hy
N
P

Dividiendo la altura Hpen N tramos aproximadamente iguales Dhy tenemos Dhy

—2oP — — o
Y consideramos una altura parcial Dhp =& Dh =iy Dhy =PDhy con i; =
Entonces

9o, =90~ 0,1119.2H, + 0,1119 Dh,.P +0,1119. P.Dh,
\ 9g, 90" 0,2238 H, +0,2238.P.Dh,
\ gg, =9p- 0.2238(H, - P.Dhy)
Y este sera el valor de gravedad corregido por Bouguer para cualquier punto P ubicado
sobre la superficie topogréfica que se encuentre a una altura p. Dy
Correccion de Aire Libre

Conocida la gravedad medida 9o sobre la superficie topogréfica y siendo Hgla altitud

medida del punto 0, a la cual dividimos en N tramos, la gravedad sobre el geoide corregida por
el efecto de aire libre, sera:

9, =90 +03086H,

12



_a P
Y en un punto a la altura DhoP —dig Dhoi sera:

do, = Yo + 03086, - 03086P.0hy, =gy + 0’308dH0 - P. DhO)De forma tal que el

valor de la gravedad sobre un punto P ubicado a una altura th sobre el geoide,

en funcion de la gravedad medida 9, y corregida por los efectos de Bouguer y Aire Libre,

vendra dada por la formula :

Op =0q - 0,2238(H, - P.Dhy)+0,3086 (H, - P.Dhy)
dp =0y +0,048 (H,- P.Dhy)

y la gravedad promedio entre dos puntos sucesivos:

—_ goP + goP+1
9, = 5
_ g +00848H,- P.Dhy) +g, +0,0848H, - (P+1)bhy))
Opm — >
_ 29, +0,08482H, - (2P Dh, +Dhy )
OIIJm - 2

0o,,, =90 +0,0848H - (P+05)Dr

Si consideramos los valores de gravedad promedio en el intervalo:
i=P

N[P=1;P=N+1P g, =0,+00848[H,- (P- 1+05)Dh]
Nfio=1;i; =N +1]p g, =g, +0,0848H, - (P- 05)Dh]

En consecuencia, el trabajo de la unidad de masa para ser transportada desde el geoide

hasta la superficie topografica, o sea la circulacion del vector gravedad, sera :
P ® ®
L 0 = O g . dh

0
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2

Lo @a {90 +0 0848["'0 ( - 0’5)Dho]}Dho

i=1
N 2
i=1
L, @a go Dhy +0,084858 H, Dhy - & (i- 0,5)Dh, i
i=1 ei=1 i=1 u

65U
L, @GN. gODhO+00848eNH Dh, - £ zal-aOSDnO =0
e i=1 =1 20

\ .
Lo @go H o +0,0848H, - 0’0848?02 ai-05.N 'Dhozg
i=1 2

Lo@DhoegoN+OO848N Dh, - 00848§?1h 3i-05.N.Dn
a gl

Planteo de las ecuaciones para la solucion mediante el método por ajuste
La expresion anterior nos da el trabajo sobre la unidad de masa (o la circulacién de g) desde
el geoide 0’ hasta el punto de arranque O del tramo de linea a la cual se le esta aplicando la
correccién por falta de paralelismo
Al segundo término de la circulacion lo desarrollamos entre 0 y P en funcion de los Dhi y gi

(medidos), o sea:

N .
L =a 9,, -Dhi

i=1

Om = (@I +0i) /2, ..., Om3=(93+094)/2, ... , Gm = (On +9n+1) /2= ((On + 9p) / 2) / Gns1=gp

Luego tendremos LT, = Loy + L, (El subindice “" indica el n°® de linea que se esta
procesando).

LT, es el trabajo total sobre la linea desde el geoide hasta el nodal considerado.

LO, es el trabajo desde el geoide 0’ hasta el punto de arranque 0 (en funcién de las g
calculadas).

L, es el trabajo desde el punto de arranque 0 hasta el nodal final P (en funcién de las gi

medidas).
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Modelo matematico adoptado para la obtencion de la cota corregida mas probable calculada
por el método del ajuste.

L: circulacion del vector g desde el geoide hasta el punto considerado.

Gwm: gravedad mediaa H/ 2.

Hp: altitud geométrica o aproximada del punto P.

DIFS pardmetro incégnita que corrige la Gy llevandola al valor ajustado.

D H: parametro incognita que corrige a la cota H llevandola al valor compensado.
L-Guw.Hp=V

L-[(Gu+ Dg).(He+ Dy)1=0

.H Dy+Hp. C Ds. Du—L =
Gwm P,+E‘vl\f}. \—y'j’+‘—v—9 \_“j-'-HG/_AjH L3 0

a X b se desprecia
l1i y P li

Ii = L= |1i + |2i

G|\/|.HP+GM,DH+H. DG+ DG- DH—L:V

Rmricial del Sistema Sistema de ecuaciones de Error
AX4+L=V ai. X + Y+ I = Vg
(ATWA)X+ATWL =0 a. X+ Yo+ L=V,
N K az. X + Y3+ k= V3
as. X + Ya+ lg=V4u
X = - N'K as. X + Ys+ Is= Vs
Y1= Vs
Y= V7
Y3= Vs
Ys= Vo
Ys= V1o

Y1+ Yo+ Ya+Ys+Ys=Vy
a. X +4Y1—Yo—Ys—Ys—Ys5=Vy
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La anteultima ecuacién, se basa en que las correcciones que deberian aplicarse a las distintas
cotas para obtener las ortométricas mas probables, deberian ser iguales pero difieren
ligeramente exclusivamente por consecuencia de los errores aleatorios, de manera que la

sumatoria de los desvios (correcciones a aplicar) debe tender a anularse por lo que se la igual

a un desvio infinitesimal : D Hy + D H, + D Hs + D Hy + D Hs=Vi1 vy D Hi =Y,

La dltima ecuacién es opcional segun las caracteristicas del modelo. La misma se obtiene de
la siguiente forma:

dai X +4Y; -azX -Yz -azX -Yz -ag X -Yg -as X -Ys =V

Enellugarde 4 a; X + 4 Y; se debe colocar a la ecuacién que posea mayor peso (esto

después de haber obtenido los valores ponderables).

(481—82—8.3—84—8.5) X +4Y1—-Y2—Y3—=Ys—-Ys5=V11 donde:
4a;—az—az—asz—as=a; Quedando entonces:
a. X +4Y1—-Yo—Yz3—Ys—Ys5=V11 Ecuacién n® 12

Reemplazamos los coeficientes por su valor

(2,1 0000 )
00
00
10
0 1

10
01
00
00

QD
£
o O O O

r =redundancia \at 4 -1-1-1 -1]
n = ndmero de ecuaciones

i = numero de incognitas

r=n—-i=12-6=6
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Célculo de la matriz ponderal W
Recordando la ley de propagacion de los pesos (deducida de la de varianzas) y teniendo en

cuenta que lo que se debe estimar es la ponderacién de cada V|, se tiene que:

DadaunaF (X, Y, ...,2) =>1/P ey . 2= (TF/ IX)?. UPx+ (TF/ 1Y)*. 1Py + ... + (TF/ 12)
. 1/Px

En la ley transcripta, suponemos que las correlaciones pueden despreciarse.
Aplicando la expresién anterior a la ecuaciéon 1, se tendra:
1/ Py1 = (TV/ Ta1)? . 1/Pay + (VI Tx)%. LIPx+ (TV/ Tv1)?. 1/Py1 + (TV/ T1)?. 1/Pk

N N
-|,=L71=4a 9, Dhi+3a gomi.Dhi
i=1 i=

VITh=1V/ITLn=1

Donde:
N N
A g, .Dhi 2 4-ri Dh
El Imi - es el trabajo desde O hasta P y: al Jomi.Dhi gg g trabajo desde 0" hasta 0
-_— 1=

1/P_.=(Dh;/H) . K
donde K = constante de proporcionalidad

Vi fy1=1

PYl:KZ/(SG|\/|+SDHi)2:K2/252:r/2 (Y1:G|\/|.DHi)
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P<K/s?=r donde i => proporcional a ...

Donde r = redundancia (como el peso que tendran los valores compensados no se conoce a

priori, se lo suele estimar asignandole el valor de la redundancia r)

V/ ix=ax y a;=Hpg

1/Px@l/r < 1/5

1UPx =Kgl/r

Vi fax = X @QGwm

a;=Hp

Pupr =1/D;

Donde D; es la distancia reducida al horizonte del tramo de nivelaciéon OP

Si bien a los parametros incognitas se le asigna un P < r (proporcional a la redundancia),
aun sabiendo que este criterio no siempre se cumple con exactitud, se estima que los valores
se encontraran dentro de los requerimientos de este trabajo.

Es importante aclarar que para mayores precisiones deberian asignarse estos pesos como
provisorios, efectuando una compensacion estimadora y asi obtener los pesos de los valores
compensados de la Matriz de los Cofactores. Luego asignar nuevamente estos valores a los
parametros incégnitas y asi seguir iterando hasta que no se verifique modificacion.

Las constantes K1, Ko, ..., Ki, deben sintetizarse en una Kr de manera que en cada caso se
cumpla aproximadamente la relacién:

P1.512:P2.522 o) Po.SozZP.S Yy Pozl\ SOZZPx.Sx => Px:SOZ/sz

Tomando como estimador insesgado a la varianza de referencia, se tendra que :
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Px=Ki/sx?

Y con este criterio y considerando la varianza de la unidad de peso en cada situacion, se

obtendra un Kt que proporcionalice a los distintos términos y parametros. En sintesis:
1/Pvi=Gw . Di + He? . Ki/r + 2Ki/r + Dhgi / Hpi . Ki
Esta férmula es vélida para las cinco primeras ecuaciones.
donde :
r = redundancia.
Di = distancia del tramo nivelado.
Dhy; = altura parcial que resulta de la division.
Hpi= cota del Nodal ( geométrica )
De la ecuacién 6 a la 10, la formula que se utiliza es la siguiente:
1/PVsip =1/Pyp @2 Ki / 1

1/PVii=(4ai-az-az-as-as)’.1/r + 42Dy +Dy + D3 + D4 + Ds +42.2/r + 4

5 5
1/ Pvy,= (4a, + § ai)?1/rK, +16D; +K,§ D, +K;36/r
i=1 i=2

Obteniéndose asi todos los elementos de la matriz ponderal
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P, O O O O O
P, 0 0 0 O
O P3; O O O
0 0P, 0O
0O 0 0 Ps5 O
0

0O 0 O Pe
- J

0
0
0
0
0

El vector independiente sera :

N

J

Luego resolvemos, aplicando el proceso clasico

A.X+Ly =V Ecuaciones de Observacion

(AT.W.A).X + (AT.W.L)= 0 Ecuaciones Normales

donde: (AT .W.A) =N y (AT.W.L)=K quedando:

N.X +K=0 Por lo tanto, sera: X =-N!'. K
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Siendo:
N' = QDD Matriz de Cofactores.
(VT.W.V)/ (n=i) Varianza de la unidad de peso

802

Y la matriz de varianza - covarianza sera:
o _ 2
axx=s,°QDD

Sobre la base del desarrollo expuesto, estamos entonces en condiciones de obtener a
través del método estadistico, valores mas probables de alturas corregidas vy
simultaneamente magnitudes del valor de gravedad medio probadamente representativo
de la zona de trabajo, en ambos casos con su correspondiente desvio estandar y

acotacion del error.

Conclusiones:

Considerando, en principio, los dos métodos mas usados para efectuar correcciones de
alturas, y entendiendo por tales al ortométrico y normal, debe recordarse que a favor del
primero obra el hecho de que para la obtencion del indicador de gravedad medio se vale de
valores medidos, pero sin embargo estima un parametro de densidad que puede no ser la real.

La correccion normal se independiza de valores de densidad terrestre supuestos, lo que
en principio supone adquirir un caracter mas “global’, pero la supuesta tierra ideal no
necesariamente coincide con la realidad del lugar.

Lo expresado permite afirmar que para calculos que pretendan adecuadas precisiones, se

requerird de estudios estadisticos para la correcta adopcion de uno u otro método.

Para cualquiera de los dos procedimientos enunciados u otros que establezcan valores
de gravedad medio, y siempre que el mismo se encuentre dentro de magnitudes de un orden
razonable, el mejoramiento del error de cierre sera significativamente similar, pudiendo

interpretarselo idéntico en comparacion con el orden de las magnitudes empleadas.

Dado que la perturbacion generada por la falta de paralelismo de las superficies
equipotenciales es minima frente a la dimension de las magnitudes (mas aun en extensiones

normales y terrenos no muy quebrados) y basandonos en lo expresado en el parrafo anterior,

21



deberemos considerar como mas adecuado, a aquel método que efectie los minimos ajustes a
los valores medidos. Lo enunciado constituye por si mismo un criterio de seleccién de

metodologias y elaboracion de teorias o procedimientos.

La altura mas probable y el correspondiente valor de gravedad media en un punto, se
pueden obtener aplicando las condiciones anteriores generando un sistema de observaciones
indirectas que arrojara como resultado no solo los valores mas plausibles sino también los

desvios estandar que acotaran el error.

Un recurso adicional para éste tipo de correccién consiste en aplicar meticulosamente
métodos matematicos como la ley de propagacién de los pesos considerando todos los
elementos de cada ecuacion y el método iterativo hasta no obtener modificacion de los
parametros, para elevar asi la calidad del ajuste, ya que los pesos estardn Optimamente

asignados.

La posibilidad que brinda el método de obtener un valor de gravedad media mas
probable, permite indirectamente estimar la densidad real de la tierra a través de relaciones
fisicas avaladas matematicamente. Esta prediccion conjuntamente con otros estudios
geofisicos, permite obtener resultados de gran utilidad para la geodesia fisica, geologia y otras

ramas de la fisica de la Tierra.

Es posible considerar otros modelos de simulacién para insercion valida en el calculo,
como por ejemplo medir la gravedad de un punto y luego calcular sus variaciones sucesivas
desde la superficie topografica hasta el geoide (aplicando las correcciones de Bouguer y Aire
Libre) y asi establecer un modelo que reemplace a la tradicional sumatoria de productos de
desniveles medidos por valores de gravedad también observados, cuando a partir de un punto,
una linea de nivelacion no dispone de estos ultimos hasta el nivel del mar. Este reemplazo nos
proporciona el término fisico representativo del trabajo sobre la unidad de masa que permite
efectivizar el ajuste o aplicar en forma mas completa los métodos clasicos de correccion de

alturas geométricas.
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Anexo 1: Error de cierre de una nivelacion geométrica corregida.

El trabajo de investigacion se realiz6 en el poligono de nivelacion 108 A situado en la
provincia de San Juan, en zona de Precordillera. Cuatro lineas de nivelacion de Alta Precision
conforman el citado poligono :

N(322) de Nodal 145 (San Juan) a Nodal 163 (San José de Jachal)

N(345) de Nodal 163 (San José de Jachal) a Nodal 181 (Las Flores)

N(349) de Nodal 145 (San Juan) a Nodal 153 (Calingasta)

N(348) de Nodal 153 (Calingasta) a Nodal 181 (Las Flores)

La siguiente figura nos muestra la configuracion del poligono:

L

N (345) Nodal 163

Nodal 181

N (348) N (322)

Nodal 153 Nodal 145

N (349)

\

Las flechas indican el sentido creciente de las cotas.

Se consideraron dos recorridos:
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Recorrido 1: Nodal 145 — N (322) — Nodal 163 — N (345) — Nodal 181
Recorrido 2: Nodal 145 — N (349) — Nodal 153 — N (348) — Nodal 181

Como observamos, ambos recorridos comienzan en el Nodal 145 y terminan en el Nodal
181. La diferencia de la sumatoria de los desniveles geométricos entre ambos recorridos nos
dara el Error de Cierre de la nivelacidbn geométrica en el Poligono 108 A.

La sumatoria de los desniveles geométricos en el Recorrido 1 es:

a DHgeom .= 1186 ,335 m
La sumatoria de los desniveles geométricos en el Recorrido 2 es:
a DHgeom .=1186 ,233 m

El error de cierre de la nivelacién geométrica es:

Error de cierre de la nivelacion geométrica= 10,2 cm

La correccion a los datos de nivelacidn geométrica aplicando el sistema de cotas ortométricas
arroja los siguientes resultados:

La sumatoria de los desniveles ortométricos en el Recorrido 1 es:

a DHortom .= 1186 ,506 m

La sumatoria de los desniveles ortométricos en el Recorrido 2 es:

a DHortom .= 1186 ,451 m
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La diferencia de la sumatoria de los desniveles ortométricos entre ambos recorridos nos dara

el Error de Cierre de la nivelacion del Poligono 108 A aplicando correccidén ortométrica.

Error de cierre de la nivelacion aplicando Correccion Ortométrica =5,5cm

La correccion a los datos de nivelacion geométrica aplicando el sistema de alturas
normales arroja los siguientes resultados:

La sumatoria de los desniveles normales en el Recorrido 1 es:

a DHnorm .=1186 ,208 m

La sumatoria de los desniveles normales en el Recorrido 2 es:

a DHnorm .=1186 ,152 m

La diferencia de la sumatoria de los desniveles ortométricos entre ambos recorridos nos dara

el Error de Cierre de la nivelacion del Poligono 108 A aplicando correccion normal.

Error de cierre de la nivelacién aplicando Correccion Normal =5,6 cm

Conclusion: Los errores de cierre al pasar de la nivelacion geométrica a las correcciones

ortométricas y normales mejoran respectivamente en:

Cierre Geométrico Cierre Ortométrico Cierre Normal
10,2 cm. 55cm. 5,6 cm.
Mejoras de cierres : Ortométrico Normal
----------------------------- 4,7 cm. 4,6 cm.
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Anexo 2: Correcciones a los datos de nivelacion aplicando los sistemas de alturas

normales y ortométricas

Recorrido 1:
PUNTO FIJO ALTURA Variacion de la Variacion de la
GEOMETRICA altura altura
Geomeétrica por Geométrica por
Correccion Correccion Normal
Ortométrica (mm)
(mm)

NODAL 145 642.78 0 0

1 629.308 -2 +1

2 631.355 -2 +1

3 658.616 +2 -2

4 897.645 +37 -27

5 1060.607 +60 -45

6 906.158 +38 -28

7 956.302 +45 -34

8 971.726 +47 -35

9 956.464 +45 34

10 929.590 +41 -31

11 912.720 +39 -29

12 902.676 +37 -28

13 900.697 +37 -28

14 911.914 +39 -29

15 939.673 +43 -32

16 981.018 +49 -36

17 1050.924 +59 -44

18 1097.037 +65 -49

19 1118.523 +69 -51

20 1146.821 +73 -54

NODAL 163 1169.592 +76 -57

9 1206.744 +81 -61
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8 1262.220 +89 -67
7 1270.747 +91 -67
6 1397.936 +109 -81
5 1486.342 +122 91
4 1521.881 +127 -94
3 1632.199 +143 -106
2 1776.046 +163 -122
1 1831.118 +171 -128
NODAL 181 1829.013 +171 -127
Recorrido 2:
PUNTO FIJO ALTURA Variacion de la Variacion de la
GEOMETRICA altura altura
Geométrica por Geométrica por
Correccion Correccion Normal
Ortométrica (mm)
(mm)
NODAL 145 642.78 0 0
1 671.053 +5 -2
2 700.597 +11 -4
3 754.748 +21 -8
4 810.276 +31 -11
5 899.379 +47 -17
6 930.445 +53 -20
7 1006.552 +67 -25
8 1089.243 +82 -30
9 1298.731 +120 -45
10 1245.450 +111 -41
11 1216.565 +105 -39
12 1272.902 +116 -43
13 1266.744 +115 -42
14 1296.169 +120 -44
15 1332.522 +127 -47
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16 1345.687 +129 -48
NODAL 153 1361.736 +132 -49
1 1414.096 +142 -52
2 1396.389 +138 -51
3 1398.630 +139 -51
4 1467.076 +151 -56
5 1566.421 +170 -63
6 1747.609 +203 -75
7 2014.532 +252 -93
8 2214.776 +289 -107
9 2350.965 +314 -116
10 2524.970 +346 -128
11 2574.066 +355 -131
12 2301.166 +305 -113
13 2074.076 +263 -97
14 1970.500 +244 -90
15 1890.255 +229 -85
16 1832.342 +218 -81
17 1832.984 +219 -81
NODAL 181 1828.911 +218 -81

Anexo 3: Modelo matematico adoptado para la obtencién de la cota

corregida mas probable calculada por el método del ajuste y su comparacién con los

métodos clasicos

Matriz de los coeficientes de las ecuaciones de observacion (A):

/979434 459 0 0 0 0 723,906
0 979434 ,459 0 0 0 723,913
0 0 979434 459 0 0 723,935
0 0 0 979434 459 0 723,931
0 0 0 0 979434,459 724,405
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

_ 1 1 1 1 1 o )
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Vector de los términos independientes operando matricialmente
4 333506 ,024\

340010 ,786
359895 ,929 AX +L=V
406560 165 (ATW A) X +ATWL=0
854680 132 con
8 (ATWA) X=N
T —
0 A WL_—lK
0 X=-N1K
0
\ °
Vector de los parametros incognitas (valores compensados)
~ ~ Resultado del valor de altura corregido H,=723,618 mts.
-1,00
1,00
- 1,00 .
100 Resultado del valor de gravedad corregido G,, =979433,40 mgal
- 2,00
_ -1059 _J

Comparemos estos valores anteriores (calculados por las férmulas clasicas) con los obtenidos

por el método estadistico (por compensacion) para el nodal (124) en cuestién:

Linea| Altura Altura
Ortométrica |[Normal
N(259) 723,532 723,486
N(226) 723,516 723,470
N(202) 723,558 723,512
N(203) 723,564 723,518
N(201) 723,566 723,520

La altura geométrica del Nodal 124 tiene un valor de 723,569 m
La gravedad reducida ortométricamente vale 979434,459 mgal

La gravedad reducida normal vale 979496,545 mgal
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La correccion que arroja el valor compensado de Hgr = Hp respecto de la cota geométrica en P

es:
Vr=HRgr - Hgeom. = 723,618 — 723,569 = 0,049 m

Es decir una correccion de aproximadamente 5 cm. Esta es ligeramente superior a las
ortométrica y normal, obtenidas por el método clasico, de acuerdo a los resultados vistos

anteriormente.

Conclusién Final: Se observa que el ajuste da valores muy proximos a los ortométricos y
normales, calculados por los caminos clasicos. Este procedimiento se cumple,
independientemente de que las correcciones por falta de paralelismo sean muy pequefias,
como en este caso; verificAndose asi la validez del método. Ademas queda en evidencia, la
utilidad de este ultimo camino, para cuando las distintas cotas corregidas difieren o también
para el caso en que se requiere el valor de Gy Ya sea para estimar la densidad local de la

corteza o con otro objetivo.
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