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PRONOSTICOS

t 1.- INTRODUCCION.

La mayoria ds la informacidn cue manejan div/ersas institucicnes,

presentan carnbios en cl transcurso del tiempo. Con el propdsito de

poder eveluar, predecir o planificar las sctividades futures, se re

curra a elementos de andlisis tales eomo las matemdticas, estadfsticas

y la economfa las que empleadas xndiuidualmente o en forma combinada

interpretan de una mnnera desolosada y minuciosa, cads uno de los ele

mentos que actuan prouocando los cambios que se mencionaban.

Los benaficios cue se obtengan por el empleo de un adecuado pro

ndstico, dependerdn en gran medida del niuel de precision exinido en
4

su calculo. Debe destacarse sin embargo quo la naturaleza del prond_s

tico y la teenies que en csda circunstancia se emplee, dependsrd en

tre otras consideraoionos, de la informacidn bdsica disqonible, del

camno de aplicacidn dende se trabaja y del niuel de exactitud qua se

desee.

2.- NATURALEZA DE LOS PRONOSTICOS.

Efectusr un prondstico consists an predecir uno o mds eventos

en fechas futures espocificas. ffluchqs eventos futures se esporan que

se verifiquen exactamento en la forma pronosticada. Tal tipo de segti

ridad es la oue se denomina "cartels'' y se presonta abecos en prondst_i 

cos cue se bacon para un periodo muy cercano al riel momonto presonte. 

Sin embargo, no so puede ester seguro en la mayorxa de las veces res

pecto al prondstico que se hega y a lo sumo se tsndrd una probabil_i

dad de ocurrencia.
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Porlo tsnto, los prondsticos generalmente pr^sentan una probabili_r

dad ligada si acontecimiento del suanto an estudio' mirndo dosde otro 

punto de uiata contituyen una base para tomar decisiones bajo condici_o

nas de riesgo especfficas. En tales casos la probabilidad que so re

fiere a la ocurrencia de cierto euento, constituye un pronostico al

cual se le ssocia un riesgo.

En algunos casos, se pressntan posibilidades futures sin ningun

indicio con respecto a la probabilidad de nue cristalidan. Bajo es

tas condicionas de incertidumbre, so abandons el campo que abarca el

pronostico y se recurre a la teorfa de Ion juegos. En tento que los

prondsticos propcrcionan cierta confiabilidad respecto al futuro,

la teorie de los juegos pretend© suninistrar un criteria para lograr

lo major dentro de lo que pued« ocurrir. Aundue el presente usdudio

solo se limits al tema abarcado porlos prondsticos como elemento de

ayuda en la tome de decisiones es importante destacor cue existep cir

cunstancias bajo las cuales tales prondsticos no son aplicables o r£

sultan inutiles, pero rue existen otros mdtodos que se emplean en t_a

les casos.

ENFQQUES EBTADISIX CHS BASICOS EM LA ELABORfiCION DE LCS PRONDSTICOS3.-

Los enfooues astodfsticos representen mdtodos bastante mas riguro 

sos cue aquellcs prondsticos obtenidos per simple apreciacidn. Ademds

de representar una secuencia cientifica en la elaboracidn, se eleminan

en gran meriida los fendmenos subjetivos cue oueden caracterizar los md

todos de apreciacidn.
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3.1. IRES ENfOQUEB ESTADISTICOS BflSICOB.

i

jr-os son los snfoques estadfsticos bf5sicos nue conunmente se

emplean para efectuar prondsticos:

- El andlisis da regresidn y correl^a
f

cion.

- El andlisis mediants si coeficients

de elasticidad.

El analisis clasico de las series

crondlogicas. Dentro del cual se

distinguirdn los mdtcdos do prond_s

El mdticos adaptatiuos como ser;

todo de los Promedios Wduiles y el

iYldtodo de Suavizamiento Exponencial.

3.1.1. PR0NC5TIC0S BASADOS SOBRE LA ECUACION DE REGRESIDN.

Para la obtencidn de una ecuecidn metematica que refleja el

qomoortamiento del fendmeno a traues do una lines de regresidn, so

mencionardn tres mdtodos:

a) Wdtndo de los Puntos Salaccionados

b) (Tidtodo de los Promedios

c) ffldtodo de los Minimus Cuadradas.

Los rlos primeros mdtndos son relativamente rudimentarios si

El primero consista bdsicamente ense los compara con el tercero.

de la nube do puntos dibujadn en el diagrama de dispersion.escoger

aouellos puntos extremos y luogo unirlos por una recta, obtenidndose

El segundo mdtodo on cambio tiene un p£ 

co mas de elaboracidn ye que divide la nubo do puntos en dos grupos: 

de c/u de silos ss celculs el respective promedio c media aritmdtica

de tal forma la tendencia.
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y flnglrnsni® se trszs la lines pot sabte estoe doa nuevos vslores 

promsdio.

ADU5TE DE LA LINEA OE REGRE5I0N A TRACES DEL rHETODO 

DE LOS miNIlYlOS CU ADRADOS.
Ep 1@ mecifnica operacional de esta m^todo, las observ/acionea 

80 deben tabular an uncuadro de doble entrada, 
riable tiemDo se lo ^uede denominar m^s exactamente "UARIABLE 

ORQENACIPM" y a menudo se reemplazan los anos per variables auxili_a 

res con dl nropdaxt-.o de simnlificar los calculos algebraicos tal 
como se demostrara oportunamente.

3.1.1.1.

En el caso de la va
DE

El metodo de los mlnimos cuadrados consiste en minimizar la
= IMnimo).(Isuma de los errores elevados al cuadradp =

Re denomina nor error a la distancia existente entre la obse_r 
vacidn obtenida de la realidad y el valor que le corresponderfa (te_d 

ricamente) si dicha observacioh se situara justo scbre la Ifnea que 

se ajusto (la tendencia). En el caso del a juste a uns recta, la e-CLra 

cion matemdtica vendra comunmente reprasentada por la expresion;
*

y « a + b . x

Lo oue expresado en un grdfico vendria dado por:

/N
y: (variable dependiente) K

If: 'i
. .

>

t= x = tiempo (anos, mesBS,ntc.)
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Se Duede designer en una forme alternetiva la minimizacidn de los 

errores a qua sa aludia, o sea el hecho de trotar que la recta ajustada 

pase lo mds cerca posible de todos los nuntos y con ello lograr que las 

distancias o orrores scan minimos. Elio se puodo simbolizar de la sj. 
guiente forma;

= (fin e^ - y )If,in(fin F

an aue y es la ecuacidn de ragresidn d tendencia ajustada).

A la tercera axpresidn equivalente se le pueds efectuar un pbou_e
Xj.) y queda:por: (a + b •do csmbio cue consists en reempInzer el y

(fin F = (fin ( y^ bxi)2- a -

Para encontrar el minimo de la s.umatoria de los errores elevedos 

al cuedrado, se recurre a las derivadas perciales. 
nue deriuar tantss ueces como lo indiquo la sumetorie o sea (n ueces). 
Sin embargo dado oue los v/alores de la funcidn son todos iguales bast_a 

rd solo con una deriweda ya que 

dos.

Raalmente habria

las restentes dardn identicos results

En vista oue existen dos pardmetros ("e" y "b")f es necesario ca_l 
cular dos derivedos.

& E = 2 (y, - e - bxj • (-*!) + - + 2 (y 7 n - bx ) • (-1) n- 81 1C) a

y nere b;

= 2 (y - bx.) (-x.) + * 2 - bx )•(-x ) n7 ^ n- a - a11 16 b
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flplic-'mdo sumatorifl e iguslando a.cero para volv/ar a deriurr y 

ancontr^r si fn£nirno> so reordsnan los t^rminos ds lo ecu-:cion y ss o_b 

tiene:

<£- bXi) = 0<-
^3*“' rt 1=1

n
51 2Min .1=1

%
n

^ - bx?) = 0(yi * Xi - ax2
iui

a €erminb la oneracion sumatoris y dsspajandoAplicando tarmino
se obtipnen finalmenta las ocupciones normales del ^justo a una recta:

X yi= na + b x£I
V x + b= aZ-yiXi

Simplificacidn de las ecuecionss normales del ajuste a une recta, 
al centrar las observaciones en el ticmpo.

Supongaso a trau^s ds un ssncillfsimo ejemplo oue se dan lo siguieri 

te informacidn:

b)

✓

xiyX . 
1

VARIABLE AUXILIARDEfflANDAMESES

1
2169Ena ro

- 118 nF obrero
0135Marzo
1213Abril
2131Mayo

^T 0878
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Db scuerdo e las ecuaciones normalos antes obtenides se tondrfa 

para el presents caso en cambio:

^-yi = 

; yi- xx

n • a
V

con lo cuel al deepejar oara obtener el valor do los paramstros so 

lloga a qua:

a
n

A continuacidn se reemplazara lavements la nomanclatura utilizads 

en la mstodologfa metemdtica estadlstica, oor una nomenclature y una 

simbologfa particular cue se emplea generalmente en las series do tiem 

po, sin perder en caso slguno la validez do los ccnceptos antBriormente 

citados.

NOWENCLATURA QUE SE UTILIZA EN EL (YIETODO OE LOS fillNIf/!OS 

QUA DR A DOS AL APLICARSE A SERIES CROIMOLOGICAS

a) La variable indepsndiente "x" Pe la reemplazard por la letra "t"
(mes, ano, dfa, semsna, etc).que indicara el tiernpo.

La sums total do la variable dependiente simbolizada sntariormsntp
d
b)

y, se reemplazard aquf por la letra T 

referird a la demands total da periodo considerado.
Dal momento que la variable tiernpo "t"'se centra, la suma total 
corrsspondord algebraicamento a la suma de los primeros numeros 

naturales, propiedad que serd aprovechada para deducciones posts
Lo mismo cuendo dicha variable estd elevada al cuadrado, co 

correspondera aplicar la formula especifica de la suma de los prim£ 

ros numeros naturales al cuadrado, con el mismo fin.

la due sepor

c)

riores.
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d) N» nijmero tote! de psrfodos.
S= total donde le demanda da cada mas esta ponderada nor ol numero 

do masas, a partir del centro u origin do trabajo.
e)

Luego con la introduccion do estn nueua nononclature, alnunas 

formulas permanecen inuariables y otras se slteran solo en su pre 

sentacidn, no en su significado.

FORMULAS Y DERIVACIflNES

Las formulas genereles due aquf so presentan, tienen nor objetivo 

minimizar la suma do los cuadrados de los nrrorss entre la demands o_b 

soruada actual y ol ajusto repres'-intadn por un valor aspocifico de la 

La inclinacign do la recta se interprets como una medida 

de le magnitud de la tenriencis Quo eigun la dbmanda.
linea recta.

Se reprosentara la demands real nor una serie cuyo valor correjs 

pondiente si mes t-dsimo so simbolizard por x(t). Se dcsea encontrar 

los valores de los coeficiontes a y b.de tal manera que la recta; 
y (t) = a + b . t mipimico la suma do los cuadrados do los errores: 
a (t) = y (t) - x (t), donde t correspondo a cada uno de los valores 

de N mds redientes. Dodo ~uo as convenxente cambiar el origen dal tiejm 

po y" oentrarlo si medio de todo el periodo considerado en el cual se 

calcule el promedio, entoncos la suma da los neriodos serd:^_ t=‘0 

y la suma da sus cuadrados serd; / t = I\1 (N - 1) /l2

Siguiendo con ol andlisis corrinnte dal mdtodo de los minimos 

cuadrados sa verd qua los coeficiantes 6 pardmetros sordn ahora;

12_S__
N (N5 - 1)

T ba = —— N"

donda T represente la demanda total en los N meses pasados y S es un 

total sn donde la demanda de cada mes estard ponderada nor el ndmero
de meses a partir del centro, u origen de trabajo. 

Ecuacion y (t) = a + b . tde la recta;
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Ecusciones normales no centradas:

(t) = Na + b2_t 
^ y (t) » t = a^ t

i

It2+ b

Centrando, las nuauas acuaciones sersn;

r y (t) = _
y (t) • t = b t2

N • a

daspejando da los par^metros:
T y (t) . t

T;5....
y (t) ba
N

sin embargo las expresiones qua so daban para los par^metros (a) y 

(b) eran diforentos. En si peso del parametro (a) es fdcil llegar 

a la exnresidn antsrior' ya se dijo rue se raoresontara por una T
T/N. Sin embargo no es tan 

f^cil v/isualizar la squivalencia cie formulas para el parametro (b). 
Siguiendo peso a paso el desarrollo se lograr£ empero comprenderlo 

cop la ayuda de una simple tablas

cxprosion; ^ y (t) luego:a la a =

I y(t)t2 y(t) • tt-
T

32 y(-3) (-3) 

y(-2) (-2) 

y(-i) y(-i) (-1)
y(o). (o) 

y(i) . (i) 

y(2). (2) 

y(3) . (3)

y(-3)- 3
22 y(-2)-2
12-1
o2 y(o)o
i2 yd)i
22 y(2)2
32 y( 3)3

■Vt

iT S0
i
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I2 = o2 + 2 (l2 + 22 + 32) * n(n + 1) (2n-t-l) = n(n + l) (2n + l)donde: = 2
6 3

N -1Pcro: N = 2n +1 y por otra parte; n =
2

Luego reemplazando P or estss ultimas equiv/alencias, results:
N - 1 N - 1N - 1 + 1 + 1 (N-l)(N+l)(M)t2 = 2 2 2 . 4

3 .4 12

N(N2-1)
S

12

por consiguisnte, tal oomo se dijo antes rue se reemp'lazaria la expr_a 

side: y(t)* t por una S; y como se tiene la ultima deduccidn rie la
2t , al reemplazarla se obtiene:

y (t) • t !2 • 5

N(N2 - 1)
b

t2

por lo tanto;
T(t) 12 S (

N (N2 - 1)
y (t) = . t+

N

( " ) ■

_ i.

'1 ' " i t : i ~

(
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fflETODQ OZ LOS PROWEDIOS mOUILES3.1.1.2.

Esto m^todo intents eliminar f ot lo. manos en forma ; arcial el 
efecto de las fluctueciones accidentales que frovocan cambios bruscos 

y que no permiten en consecuencia apreciar claramente la tendencia.
La aplicacidn del mdtodo de los Promedios ffldviles a la informacidn 

original^ permitn obtener los ualores oue re;:resentan el efecto 

factor que determina la uariacidn regular.
del

Suponiendo una relacidn de dcpendsncia definida entre el fac 

tor tiempo y ot'ra variable, se puede obtener una aproximacidn ^el ca
lor de la tendencia al aplicarle a lo nube de puntos del diagrams de 

4 dispersion, una cierta curve o lines. Dicha linea que reflejard una 

tendencia se obtiene m.ediante este mdtodo de los promedios mdviles.
Oicho de otra menera, este mdtodo logra suavizar las fluctuaciones o
saltos bruscos reflejados por las observaciones tornados en forma indi 
vidual, esto lo logra mediante la eliminacidn de los valores extremes 

por una r-arto y por otra, reemplazando la serie original de datos por 

una nueva serie que est£ reprqsentada por promedios de los datos ori 
ginales, promedios que se pueden obtener entre dos observaciones o mds. 
Se logra asi und cantidad menor de valores pero menos diserpantes 

magnitud entre ellos.
en

Desventajas del mdtodo de los Promodios ff!dviles

Pueden eliminarse las variaciones ciclicas fdcilmonta y,obtener
asi la tendencia cuando tales varlaclones son relativamente fdciles rie
detectar y requlares en su amplltud. En tales circunstancias el ndmero 

de observaciones que se promediardn es de fdcil eleccidn. 
cuando no existen estas conriiciones ideales de "periodicidad y "ampli
tud11 constante, el promedio mdvil es ambiquo y su internretacidn

En cambio

menos
sencilla, dificultdndose la eleccidn de un periodo para el promedio.

Cuando la tendencia de la-serie de datos se aparta de la linea
Si la tendencia de una serie es 

convexa respecto al origen de coordenadas cartesianas, el promedio
recta, aparece una nueva dificulted.
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mtfvil exceders siempre al valor real de la tendsncia y lo invarso si ■ 
ocurrs lo contrario.

El ideal es que el promedio mdvil se base por regia general sn 

un ^erlodo igual, por lo menos, al del ciclo y que quanto mds amplio 

sea el perfodo abarcado, mds estabilidad repreaentard el promedio
En casps no rectilineos la metodol_o 

Otra de las desventajes mas notables del

en
el caso de tendencia rectilinea.
gla a seguir es distinta. 

mdtodo de los promedioS mdviles para obtener la tendencia radica en la
pdrdida de la informacidn por el msro hecho de promediar observaciones.

Sin embargo, si el mdtodb de los promedios mdviles presents 

desventajes coma las ya enunciedss, debe senalarsale su objetivo cnja- 
tral ol cual consiste en suavioar la serio de tiemro obtoniendose tan 

solo una visualizacidn empirica y NO UNA ECUACION IY!ATEIT!ATI CA ■ DEL COW
Esto ultimo oue nor un lado rerresenta una 

limitante, por otra constituye una cuali^ad ya oue la principal venta 

jq oue -^resonta este mdtodo us el de la floxibilidad oue es mayor cue 

las qua se ofctienen con las ecuaciones natemdticas, aoarte Idgicamente 

de la facilidad dal cdlculo pues no exige conocimientos avanzados 

estadfstice o matematica.

i

PORTAWIENTO DEL FENOWENO.

do

MECANICA DEL WETODO DE LOS PROITIEDIOS IYIOUILES

las observacionesDefinicidn; Si se designan por x^, x2 ’ xn
de una serie de tiempo, entonces un promedio mdvil do Ion
gitud k, es la serie de sucesivas medias de la observacio

‘Es decir, la serie de promedios mdvilesnes consocutivas.
es;

+ xXS+X4+3 + xk + 1X2 + x+ x+ XX1 • • •• • • • k + 2k
X3 =X2 =x

k kk

estdn basadas sobre kComo los valores de estas medias x^, x^ 

observaciones, ellos quedan centrados, en un grdfico, en el punto
f • • • •

equidistante del conjunto de observaciones oue entraron en el cdlculo
Asf, si k = 7, entonces x1 queda centrada en x^de la media. ;
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snalogemente, cst^ centrada en x^, 
entoncQs x^ queda centrada equidistiante 

x2 queda centrada en el punto medio entre x^ y x^, etc.

El mdtodo do promedios mduiles se basa sobre el hecho que si 
una serie cronoldgica es afectada por fluctuaclones estacionales 

corrasnondientes a los 12 meses del ano, un promedio mduil da 12 tdr 

minos debe eliminar estas fluctuaciones.

Si k = 8y as£ sucesivamente.
de x^ e Xg? andlogamente

I En una serie de tiemno cualquiera, la estacional espec_i 
fice para una observacidn dada, es el numero indice, cu 

ya base es el promedio mduil centrado en dicha observacidn.

Definicidn;

El numero de obreros agticolas contratados en la Costa 

del Pacifico (en miles, fue para 1969)
Ejemplo:

AN 0 WESES

EN* FEB •MAR ABR WAY DUN DUL AG SEP OCT NOV QIC

156 156 159 198 205 237 260 317 380 255 210 1651939
!

i

En una serie de tiempo trimestral, se usan cuatro promedios 

mduiles trimestrales,'para determiner las estaciones especfficas de 

cada trimestre.

El mdtodo de los promedios mduiles, no permits el cdlculo de 

los promedios mduiles para los primeros. y dltimos tree meses de
Esta desuentaja del mdtodo no es 

cuando se trabaja con una.serie de tiempo que cubre un perfodo 

tenso, ya que la omisidn de unas nocas estacicnsles especifices al 
comienzo y al fin de las series, prdct.icamente no influye mayorme_n 

te en el cumulo de resultados

la
serie de tiempo analizado. grave4

ex
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DESARROLLO DEL E3EIHPL0:

AND Y (TIES 

1969
TOTAL WOUIL DE PROIYIEDIO ITIOUIL DE 

3 fflESESOBSERVACION TRES DIESES

ENERO 156
FEBRERO 156 470 156.67

170.67 

187,00
213.33 

234,00
271.33 

319,00
317.33
281.67 

210,00

IY1ARZ0 158 512
ABRIL 19B 561
MAYO 205 640
3UNI0 237* 702
3 OLIO 260 914
AGOSTO 317 957
SEPTIEMBRE 380 952
OCTUBRE 255 845
NOVI EiYIBRE 210 630

DICIEIY1BRE 165

J

«•
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CASO ESPECIAL DEL mETCDO DE- LOS PROMEDIOS fHOUILES 

EN EL SUAVIZAfniENTO DE UNA SERI E CRONOLOGICA.

3.1.1.2.1.

DESARROLLO DEL EOEWPLO

OBDETIVOt

5e riesea obseruar cdmo dsta lYldtodo que representa un 

caso especial del ffletodo de los Promedios lYldwiles. 
fluctuaciones sleatorias de las observaciones que en este caso par; 
ticular represents cierta demands.

"SUAUIZAN" las

\

PROCEDIMIENTO!
Obtenga de cualnuler fuente de informscidn, una aerie 

crondlogica de la riemanda do algun orticulo. En la:
«

COLUPflNA (1): Anote los mesas (arlos, semanas, otc) en que sc ha den£ 

minado el articulo.
COLUIY1NA (2): NUEUA DEIY!ANDA= Anote la demands corrospondionte de c_a 

da mes..
C0LUIY1NA (3) = ANTIGUA DE(¥1ANDA= Anote la demanda quo se uorificd en 

los (N+1) mesos previos N es el numero de meses del pt£ 

medio mduil (en este ejemplo: 5).
rOLUWNA (4): DEMANDA TCTAL= Comience suman.do la demanda de los pri 

meros N meses. Luego tome pi dltimo total calculedo en 

dicha columns (4), agrdguele la cifra siguiente do la 

columns (3) del mismo' mes. El resultado andtelo en Is 

columns (4). El.* 878 + 148 - 169 .= 857.
COLUMNA (5): PROIYIEDIO MOl/IL = Divide Is cifra de la columna (4) per N 

COLUIYINA (6): PDNDERACI 0NES=
quinta y calcule;

Comience en Is endsims lines; o see
N-l/2.

lines y anote Is cifra anterior pero habidndole rf?stado

la
Traslddase hacia arriba una

Continue le proceso identied 

mente hssta llegar al tope do arriba de la columns, 
lento la primers como la ultima cifra terdrdn la misma 

magnitud pero ssrdn de signos opuestos. 
las cifras resultsntes serdn enteros. 
pondervseionos terminardn on 0,5

una unidnd prevismonte.«

Si N es impar, 
Si N es par, las
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COLUffiNA (7); TOTAL PONDERADO= Results de multiplicar la ponderacisn de 

Is calumns (6) per Is demands de la columns (2) y sumando 

tales multiplicsciones (la recien hecha con la de arriba). 

Luego para calcular Is cifra siguiente de esta columna (7) 

tome la cifra de la fila anterior, rdstele la cifra de la 

columna (4) tambien corresponriiente al mes anterior, agr_5 

guele: (N-l)/2 veccs la nuev/a demands (columna (2) mes
actual) Ejemplo: 57-97R+2 ‘ 148 + 3 • 169 = 18.

COLUIflNA (8): CORRECCIDN= Comenzando con el N - esimo mes, multiplique 

la cifra de la columna (7) por 6/N(N + l). La tendencia s_e 

r^ 2/N-l vr-ces esta correccion.
COLUrdNA (9): OEITiANDA ESPERADAs Sums las cifras de las columnes (5) y 

(8) con el objeto de obtoner la estimacidn corrects del 
valor actual estimado.

COLUlillMA (10); DEMANDA PERI0D0= Es la sums de la demands actual

*

del
periodo considerado, pero tomando las rios meses siguie_n 

tes al oue se sst£ calculando. Ej.: Para calcular ffiayo, 
se suman las cifras de la columna (2) correspondientes
a Ounio y Dulio; 14B + 204 = 352,
PROYECCIONs Si so supone oue la tendencia continua, la 

nroyeccidn ds la demanda total, sard L veces la estirm? 

ci In dal valor actual: (columna (9) mds L(L+l/N~l veces 

la correccinn columna (8) Por ejemplo: 2 • 187,0 

2 • 189,0 + 1,5 * 11,4 = 391,1 cifra que so redondea a 

391.
ERR0R= Reste la cifra de la columna (11) do la columna 

(10). La proyoccidn intervalo- se evaluard a traves de 

la desviacidn estandar de estos errores cuyo promedio 

deberd ser cercano a cero. De calcularse la desviacidn 

estdndar de los errores proyectados para diferentes mues 

tras, utilizando la misma demanda pero distintos ddmeros 

de periodos, se podrd seleccionar aqudl intervalo promje 

dio que de el resultsrio mas exacto. Recudrdese que una 

de las formulas mediante se deriva la desviacidn tipica, 

es la de la verisnza cuya exprosidn matemdtica es:

COLUWNA (11):

\

COLUWNA (12):

i

2 " Iv2 - ( Iv)2O' s:

n (n - 1 )


